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Inferencia Estad́ıstica. Examen VI

Ejercicio 1. Sea X1, . . . , Xn una muestra aleatoria simple de una distribución nor-
mal con media µ y varianza σ2. Determinar la distribución de:

V (X1, . . . , Xn−1) =

n−1∑
i=1

(Xi − µ)2

σ2

Ejercicio 2. Sea X1, . . . , Xn una muestra aleatoria simple de una distribución con
función de densidad:

fθ(x) =
θ

xθ+1
, x > 1.

Encontrar un estad́ıstico suficiente y completo de esta distribución. Además, da-

do T (X1, . . . , Xn) =
n∏

i=1

Xi, ¿es este estad́ıstico suficiente y completo? Justificar la

respuesta.

4 losdeldgiim.github.io

https://losdeldgiim.github.io/


Inferencia Estad́ıstica. Examen VI

Ejercicio 1. Sea X1, . . . , Xn una muestra aleatoria simple de una distribución nor-
mal con media µ y varianza σ2. Determinar la distribución de:

V (X1, . . . , Xn−1) =

n−1∑
i=1

(Xi − µ)2

σ2

Como Xi ⇝ N (µ, σ2), tipificando cada variable obtenemos que:

Zi =
Xi − µ

σ
⇝ N (0, 1)

Por la construcción de la distribución χ2 a partir de variables normales, puesto que
Zi son independientes por ser Xi independientes, se tiene que:

n−1∑
i=1

Z2
i =

n−1∑
i=1

(
Xi − µ

σ

)2

=

n−1∑
i=1

(Xi − µ)2

σ2
⇝ χ2(n− 1)

Por tanto, V ⇝ χ2(n− 1).

Ejercicio 2. Sea X1, . . . , Xn una muestra aleatoria simple de una distribución con
función de densidad:

fθ(x) =
θ

xθ+1
, x > 1.

Encontrar un estad́ıstico suficiente y completo de esta distribución. Además, dado

T (X1, . . . , Xn) =
n∏

i=1

Xi, ¿es este estad́ıstico suficiente y completo? Justificar la res-

puesta.

Buscamos demostrar que se trata de una familia exponencial uniparamétrica.
Comprobamos las condiciones:

1. El espacio paramétrico es Θ = R+, que es un intervalo de R.

2. El soporte de la distribución es ]1,+∞[, que no depende del parámetro θ.

3. Para la tercera condición, expresamos la función de densidad en forma expo-
nencial:

fθ(x) =
θ

xθ+1
= exp (ln(θ)− (θ + 1) ln(x))

Identificando términos con la estructura canónica:

Q(θ) = −(θ + 1), T (x) = ln(x), D(θ) = ln(θ), S(x) = 0.

Por tanto, la familia {fθ : θ > 0} es una familia exponencial uniparamétrica. Por
el teorema de las familias exponenciales, el estad́ıstico:

T ∗(X1, . . . , Xn) =
n∑

i=1

T (Xi) =
n∑

i=1

ln(Xi) = ln

(
n∏

i=1

Xi

)
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es suficiente para el parámetro θ. Además, como Q es una función continua y no
constante definida en un intervalo, su imagen Im(Q) contiene un abierto de R (en
concreto, Im(Q) = ]−∞,−1[). Por lo tanto, el estad́ıstico T ∗(X1, . . . , Xn) es com-
pleto para θ.

Por otro lado, la exponencial exp : R+ → ]1,+∞[ es una función biyectiva, por
lo que:

T (X1, . . . , Xn) =
n∏

i=1

Xi = exp

(
n∑

i=1

ln(Xi)

)
= exp(T ∗(X1, . . . , Xn))

es también un estad́ıstico suficiente para θ. Veamos ahora que T es completo. Sea g
una función medible tal que:

Eθ[g(exp(T
∗))] = 0 ∀θ > 0.

Como T ∗ es completo y g ◦ exp es una función medible, se sigue que:

P [g(T ) = 0] = P [g(exp(T ∗)) = 0] = 1.
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